KOMBINATORIKA IN VERJETNOST

OSNOVNI IZREK KOMBINATORIKE
Kombinatorika je področje matematike, ki se ukvarja s tem, na koliko načinov je možno razporediti neko množico elementov ali na koliko načinov je možno izbrati elemente iz neke množice.

KOMBINATORIČNO DREVO
S kombinatoričnim drevesom grafično prikažemo proces izbiranja odločitev. Drevo vseh možnosti narišemo tako, da vsako vozlišče razvejimo na toliko vozlišč, kolikor izbir imamo na voljo v danem koraku.

Zgled:
V omari imamo 2 para čevljev (rjave in črne), 3 puloverje (rdeč, rumen in bel) in 2 hlače (zelene in modre). Koliko dni lahko hodimo različno oblečeni?[image: ]

[image: (komb_drevo.png)]












PRAVILO PRODUKTA
Če je proces odločanja sestavljen iz k zaporednih faz in je v prvi fazi možnih n1 odločitev, v drugi fazi n2 odločitev …, v k-ti fazi nk odločitev, število izborov v posamezni fazi pa je neodvisno od tega, katere možnosti so bile izbrane v prejšnji fazi, potem je število vseh sestavljenih odločitev produkt vseh odločitev v posameznih fazah:


Temu pravilu rečemo tudi pravilo produkta. 
Zgled:
V slaščičarni najprej izberemo tip korneta (sladki, navaden), potem vrsto sladoleda (čokolada, jagoda, vanilija), nato preliv (čokolada, jagoda) in nazadnje še posip (čokolada, kokos).



PRAVILO VSOTE
Če izbiramo med n1 možnostmi iz prve množice izborov, n2 možnostmi iz druge množice izborov …, nk možnostmi iz k-te množice izborov in so izbori iz vsake množice nezdružljivi z izbori iz drugih množic, potem je vseh izborov:


Temu pravilu rečemo tudi pravilo vsote. 
Zgled:[image: (hrana-mala.png)]

Na kosilo gremo lahko v picerijo, ki ponuja 5 vrst pic, v mehiško 
restavracijo, ki ponuja 3 vrste tortilj ali v italijansko restavracijo, ki 
ponuja 4 vrste testenin. Koliko različnih kosil imamo na voljo?



Pri pravilu produkta izbiramo elemente iz prve IN druge množice, pri pravilu vsote pa izbiramo iz prve ALI druge množice.
PERMUTACIJE

Permutacije so razporeditve vseh elementov dane množice v vrsto. Ločimo permutacije brez ponavljanja in permutacije s ponavljanjem. 

PERMUTACIJE BREZ PONAVLJANJA
Tu je pomembno, da so vsi elementi različni in vrstni red razporejanja je pomemben.

Zgled:
Imamo 7 različnih knjig. Na koliko načinov jih lahko zložimo na knjižno polico? 
[image: (kup_knjig-mala.png)] 
Rešitev zgleda:



n - fakulteta
n! je produkt vseh naravnih števil od 1 do n. To preberemo kot n fakulteta.

 
0!=1
PERMUTACIJE S PONAVLJANJEM
Tu razporejamo elemente med katerimi so nekateri enaki, tudi vrstni red razporejanja je pomemben.
Razporeditev n elementov na n mest, pri čemer se element k ponovi nk-krat, je torej


Zgled:
Prodajalec ima v trgovini 4 rdeče, 2 bela in 1 moder avtomobil. Na koliko načinov jih lahko uredi v vrsto? Avtomobile med seboj loči samo po barvah. 
[image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avto.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avto.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avto.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avto.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avto2.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avtomobil%20bel.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/avtomobil%20bel.png]

Rešitev zgleda:
Vseh možnih razporeditev 7 avtomobilov je 7!, vendar pri tem večkrat štejemo razporeditve 4 rdečih avtomobilov, ki so med seboj enaki. 

  







[image: (miselni_vzorec_permutacije.jpg)]

VARIACIJE

Variacije so razporeditve elementov v vrsto, vendar pri tem ne porabimo nujno vseh elementov. Določeno imamo število, koliko elementov izmed vseh razporejamo. 

VARIACIJE BREZ PONAVLJANJA
Tu je pomembno, da so vsi elementi različni in vrstni red razporejanja je pomemben.

Zgled:
Na voljo imamo črke A, B, D, V, Y. Koliko besed dolžine tri lahko sestavimo iz njih? 
[image: http://www.nauk.si/materials/33/out/A-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/B-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/D-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/V-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/Y-mala.png]
Rešitev zgleda:



 



VARIACIJE S PONAVLJANJEM
Kadar elemente razporejamo v vrsto in imamo na voljo poljubno število ponovitev posameznega elementa, temu rečemo variacije s ponavljanjem. 


Zgled:
Koliko trimestnih števil lahko sestavimo s ciframi 1, 2, 3, 4, in 5, če se cifre lahko ponavljajo?
[image: http://www.nauk.si/materials/33/out/ena-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/dve-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/tri-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/stiri-mala.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/pet-mala.png]
Rešitev zgleda:
Vseh možnih števil je: 

  


[image: (variacije_miselni.jpg)]


KOMBINACIJE

Kadar vrstni red elementov, ki jih izberemo iz množice, ni pomemben, temu rečemo kombinacije. Še drugače, kombinacije so podmnožice dane množice.

Zgled:
Imamo 7 vrst sadja. Koliko različnih sadnih solat s 4 vrstami sadja lahko naredimo? 
[image: http://www.nauk.si/materials/33/out/cesnja.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/pomaranca.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/hruska.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/jabolko.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/jagoda.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/banana.png][image: http://www.nauk.si/materials/33/out/grozdje.png]

Rešitev zgleda:
Določeno imamo n število različnih elementov, in r število mest, na katera razporejamo elemente, vendar vrstni red elementov ni pomemben. Take naloge rešujemo s pomočjo binomskega simbola:



[image: (miselni_kombinacije.jpg)]


VERJETNOST

POSKUS je dejanje, ki ga izvajamo vedno pod istimi pogoji, kajti poskus lahko ponavljamo.
Primeri:
· met kovanca
· Met igralne kocke
· vlečenje karte iz kupa

DOGODEK je tisto, kar se zgodi ali pa ne zgodi, ko delamo nek poskus.  Možni izidi (rezultati) poskusa so torej dogodki. Dogodke označujemo z velikimi tiskanimi črkami.
Primeri:
· A - Pade cifra
· B - Vržemo manj kot 4
· C - Karta je pik 

GOTOV DOGODEK: G – vedno se zgodi: pade manj kot 7 pik
NEMOGOČ DOGODEK: N – nikoli se ne zgodi: pade 7 pik
SLUČAJEN DOGODEK – se zgodi ali pa se ne zgodi: pade 5 pik
Dva dogodka sta NEZDRUŽLJIVA, če se ne moreta zgoditi hkrati
NASPROTNI DOGODEK, je tisti, ki se zgodi, če se dogodek A ne zgodi. 
Označimo ga z A´.
[image: (nasprotni.JPG)]
VERJETNOST DOGODKA:
Verjetnost dogodka A je razmerje med številom zanj ugodnih elementarnih dogodkov in med številom vseh elementarnih dogodkov:




Verjetnost dogodka je realno število med 0 in 1: 0 ≤ P(A) ≤ 1, saj ugodnih dogodkov ne more biti več kot vseh, kvečjemu enako. 
Posebni dogodki imajo tudi posebne verjetnosti:
· verjetnost nemogočega dogodka N je 0: P(N)=0
· verjetnost gotovega dogodka G je 1: P(G)=1
· verjetnost nasprotnega dogodka dogodku A: P(A′)=1−P(A)

Zgled:
V razredu je 25 dijakov, in sicer 10 deklet ter 15 fantov. Za ustno ocenjevanje profesor hkrati na slepo izbere dva dijaka. Kolikšna je verjetnost, da izbere:
a) enega fanta in eno dekle,
b) dve dekleti,
c) kvečjemu eno dekle?

Rešitev zgleda:
a) 0,5
b) 0,15
c) 0,85



KOMBINATORIKA

1. V neki restavraciji ponujajo turistični meni:
	Predjed
ribji carpaccio
šunka s hrenom

	Glavna jed
brancin v soli
telečja zarebrnica
biftek z jajcem
	Sladica
sladoled
tiramisu



Prikaži izbor menija s kombinatoričnim drevesom.
2. V škatli so 4 kroglice s številkami 1, 4, 5 in 8. Eno za drugo izvlečemo dve kroglici. S kombinatoričnim drevesom prikaži vse možne izbore dveh kroglic.
3. Kovanec mečemo toliko časa, dokler dvakrat zapored ne pade cifra. Z metanjem prav tako odnehamo, če se to ne zgodi v prvih štirih metih. S kombinatoričnim drevesom prikaži vse možne poteke metanja.

4. V škatlici so 4 kroglice označene s številkami 1, 4, 5 in 8. Eno za drugo izvlečemo dve kroglici.
a) S kombinatoričnim drevesom prikaži vse možne izbore dveh kroglic in zapiši koliko jih je.
b) Koliko je takih izborov, pri katerih je vsota števil na kroglicah enaka 9?
5. Na goro vodijo 4 poti. Na koliko načinov se lahko planinec povzpne na goro in sestopi z nje, če si za sestop ne izbere iste poti, po kateri se je povzpel?
6. Koliko različnih besed dolžine 6 lahko sestavimo z uporabo vseh črk besede KRIVEC?
7. Na koliko načinov lahko damo 5 različnih bonbonov 3 otrokom?
8. V podjetju so se odločili, da bodo zamenjali službeni avto. Dogovorili so se, da bodo izbrali enega izmed modelov treh znanih proizvajalcev. Pri prvem prideta v ožji izbor dva modela, pri drugem trije modeli, pri tretjem pa samo en model. Koliko je vseh možnosti izbire avtomobilov?
9. Koliko trimestnih števil vsebuje natanko eno števko 5?
10. Iz črk slovenske abecede sestavljamo besede dolžine 2. Koliko je različnih besed, ki:
a) se začnejo s šumnikom?
b) vsebuje natanko en samoglasnik?
c) vsebuje vsaj en šumnik?
11. Na koliko načinov lahko iz standardnega kompleta 52 kart izberemo eno za drugo dve karti, če naj bo:
a) prva izvlečena karta pikov as?
b) druga izvlečena karta ni dama?
c) vsaj ena od izvlečenih kart srce?

Rešitve:

4.) a) 12, b) 4
5.) 12
6.) 720
7.) 243
8.) 6
9.) 225
10.) a) 75, b) 200, c) 141
11.) a) 51, b) 2448, c)1170 



PERMUTACIJE

1. Koliko različnih besed dolžine 5 lahko sestavimo s črkami besede STENA, če naj vsaka od črk nastopa v posamezni besedi natanko enkrat?
2. Na polico želimo zložiti 4 učbenike, 3 zbirke vaj in 2 priročnika. Na koliko načinov lahko to storimo, če:
a) ni nobenih dodatnih omejitev?
b) naj bo na prvem mestu učbenik?
c) naj bodo zbirke vaj skupaj?
d) naj bodo knjige iste vrste skupaj?
e) naj učbeniki ne stojijo skupaj?

3. Na koliko načinov se lahko posede 5 ljudi za okroglo mizo?
4. Na koliko različnih načinov se lahko Sandi, Sonja in Sanja postavijo v vrsto?
5. Koliko različnih besed dolžine 4 lahko sestaviš iz črk besede NIVO, če naj vsaka od črk v posamezni besedi nastopa natanko enkrat?
6. Na koliko različnih načinov lahko sedem kroglic različnih barv razporedimo v vrsto?
7. Na tekmovanju v maratonu sodeluje 10 tekmovalcev. Koliko je vseh možnih vrstnih redov tekmovalcev maratona?
8. Šest različnih nagrad podelimo šestim ljudem. Na koliko načinov lahko to storimo, če naj vsak prejme eno nagrado?
9. Koliko različnih besed dolžine osem lahko sestaviš iz črk besede FRANCELJ, če se črke ne smejo ponavljati, in
a) ni nobenih omejitev
b) se beseda začne z R
c) se beseda ne začne z R
d) se beseda konča s samoglasnikom
e) se beseda konča z RA
f) črki R in A nastopata skupaj
10. Na polico bi radi zložili štiri fizikalne, tri matematične in dve knjigi, ki pokrivata področje kemije. Na koliko različnih načinov jih lahko zložimo na polico, če:
a) ni nobenih dodatnih omejitev
b) je na prvem mestu točno določena fizikalna knjiga
c) je na prvem mestu fizikalna knjiga
d) če so na prvih štirih mestih fizikalne knjige
e) če sta prva in zadnja knjiga na polici s področja kemije
f) morajo matematične knjige stati na polici skupaj
g) morajo knjige posameznega področja stati na polici skupaj
h) vse fizikalne knjige na polici ne stojijo skupaj 
Rešitve:
1.) 120
2.) 362880, 161280, 30240, 1728, 345600
3.) 24
4.) 6
5.) 24
6.) 5040
7.) 3628800
8.) 720
9.) 40320, 5040, 35280, 10080, 720, 10080
10.) 362880, 40320, 161280, 2880, 10080, 30240, 1728, 345600

VARIACIJE

1. Zapiši vsa trimestna števila, ki so sestavljena iz različnih sodih števk in ne vsebujejo števke 0.
2. Koliko je petmestnih števil, ki:
a) se začnejo s 5 in imajo vse števke različne?
b) imajo vse števke različne?
c) so soda in imajo vse števke različne?
d) so liha in imajo vse števke različne?
e) so deljiva s 5 in imajo vse števke različne?

3. Koliko besed dolžine štiri z različnimi črkami lahko sestavimo iz črk slovenske abecede, če:
a) ni nobenih omejitev?
b) naj se končajo s črko A?
c) naj se začnejo s samoglasnikom?
d) naj se začnejo s samoglasnikom in končajo s soglasnikom?
e) naj vsebuje samo soglasnike?
4. Neko ljudstvo pozna le 8 črk in ne uporablja besed, sestavljenih iz več kot petih črk. Največ koliko besed uporablja to ljudstvo?
5. Koliko besed dolžine 4 lahko sestavimo iz samoglasnikov, če:
a. ni nobenih omejitev?
b. se sestavljene besede začnejo s črko A?
c. se sestavljene besede ne začnejo s črko E?
d. sestavljene besede ne vsebujejo črke A?
e. sestavljene besede vsebujejo vsaj eno črko I?
f. sestavljene besede vsebujejo kvečjemu tri črke O?
6. Koliko naravnih števil lahko sestavimo iz števk:
a) 3,4,5,6 in je sestavljeno število štirimestno in sodo
b) 0,1,2,3,4,5,6 in je sestavljeno število manjše od 100000
7. Koliko trimestnih števil lahko sestavimo iz števk 2,3,4,5,6,7,8,9, če se števke:
a) ne ponavljajo
b) ne ponavljajo in so sestavljena števila liha
c) lahko ponavljajo in so sestavljena števila soda 
d) ne ponavljajo in so sestavljena števila večja od 500
e) lahko ponavljajo in so sestavljena števila manjša od 300
f) lahko ponavljajo in so sestavljena števila deljiva s 5


Rešitve:
1.) 24
2.) 3024, 27216, 13776, 13440, 5712
3.) 303600, 12144, 60720, 50600, 116280
4.) 37448
5.) 625, 125, 500, 256, 369, 624
6.) 128, 16806
7.) 336, 168, 256, 210, 64, 64


KOMBINACIJE

1. 
Izračunaj .
2. 
Reši enačbo: 

3. Maja se je odločila, da bo vzela na počitnice 3 ali 4 knjige izmed 10, ki si jih je izposodila. Koliko možnih izbir ima?
4. Na polju smo nabrali cvetje za šopek. Na voljo imamo 7 vijolic, 12 zvončkov in 10 narcis. Na koliko načinov lahko naredimo šopek iz 21 cvetlic, če naj bo v njem 5 vijolic, 9 zvončkov in 7 narcis?
5. Od desetih funkcionarjev so štiri ženske in šest moških. Koliko je vseh tričlanskih delegacij, v katerih:
a. sta dve ženski
b. sta vsaj dva moška
c. je vsaj ena ženska
6. V razredu je 21 dijakinj in 11 dijakov. Profesor po navadi vpraša tri na šolsko uro. Na koliko načinov lahko to stori: 
a) če med vprašanimi mora biti Gašper
b) vprašan mora biti vsaj en dijak
c) med vprašanimi morata biti dve dijakinji
d) med vprašanimi mora biti dijak in dijakinja
7. Rok v knjižnici izbira zalogo 10 knjig za počitniško branje. Izbira lahko med 8 romani, 5 pesniškimi zbirkami in 7 poljudnoznanstvenimi knjigami. Koliko različnih izborov lahko naredi, če:
a) nima dodatnih želja
b) bi rad izbral 4 romane, 3 pesniške zbirke in 3 poljudnoznanstvene knjige
c) hoče izbrati vsaj eno pesniško zbirko
d) bo izbral največ dva romana 
8. Na tekmovanju za lepotno kraljico, na katerem nastopa 5 svetlolask, 6 črnolask in 4 rdečelaske, mora žirija izbrati 5 tekmovalk za drugi krog. Koliko je možnih izborov, če:
a) ni dodatnih omejitev
b) mora v drugi krog priti vsaj 1 črnolaska
c) morata v drugi krog priti natanko 2 svetlolaski
d) v drugem krogu ne smejo biti same svetlolaske
e) bosta v drugem krogu največ 2 dekleti, ki nista črnolasi

Rešitve:
1.) 35, 177100
2.) 5
3.) 330
4.) 554400
5.) 36, 80, 100
6.) 465, 3630, 2310, 6930
7.) 184756, 24500, 181753, 15686
8.) 3003, 2877, 1200, 302, 861


VERJETNOST

1. Vržemo igralno kocko. Kateri od naslednjih dogodkov so slučajni:
A – pade 6 pik
B – padejo manj kot 3 pike
C – pade 8 pik
D – pade kvečjemu ena pika
E – pade vsaj ena pika
F – pade liho število pik ali več kot 2 piki
2. Iz škatle, v kateri se nahaja 10 rdečih in 2 beli kroglici, naključno izvlečemo 3 kroglice. Kateri od naslednjih dogodkov so slučajni, gotovi, nemogoči:
A – vse tri kroglice so rdeče
B – vse tri kroglice so bele
C – vsaj ena kroglica bela
D – vsaj ena kroglica je rdeča
E – natanko ena kroglica je rdeča
F – kvečjemu dve kroglici sta beli

3. Vržemo dve igralni kocki. Kolikšna je verjetnost, da:
a. na prvi kocki pade ena pika, na drugi pa pet pik
b. na eni od kock pade ena in na drugi tri pike
c. ne padejo štiri pike na obeh kockah
d. vsaj na eni od kock pade šest pik
e. pade pet pik na kvečjemu eni od obeh kock
4. Iz standardnega kompleta 52 kart naključno izberemo eno karto. Kolikšna je verjetnost, da je izbrana karta: 
a) pikova sedmica ali križeva osmica
b) srce ali križ
c) fant ali dama
d) srce in križ
e) rdeče ali črne barve
f) kralj rdeče barve
5. Iz škatle z 2 modrimi, 3 rdečimi in 5 belimi kroglicami naključno izvlečemo eno kroglico. Kolikšna je verjetnost , da izvlečemo:
a) modro kroglico
b) rdečo kroglico
c) belo kroglico
d) zeleno kroglico
e) kroglico modre, rdeče ali bele barve 
6. Pet leposlovnih in tri strokovne knjige naključno zložimo na polico. Kolikšna je verjetnost, da:
a) leposlovne knjige in strokovne knjige stojijo skupaj
b) strokovne knjige stojijo skupaj
c) leposlovne knjige ne stojijo skupaj
d) je prva knjiga na polici strokovna
e) sta prva in zadnja knjiga na polici strokovni
f) sta prvi dve knjigi na polici leposlovni

Rešitve:
1.) A, B, D, F  2.) Slučajni: A, C, E gotovi: D, F nemogoči: B 3.) 0.028, 0.056, 0.97, 0.31, 0.97
4.) 0.038, 0.5, 0.15, 0, 1, 0.038 5.) 0.2, 0.3, 0.5, 0, 1 6.) 0.036, 0.11, 0.93, 0.38, 0.11, 0.36


[bookmark: _GoBack]MATURITETNE NALOGE

1.	Blaž bo za domače branje prebral  različnih knjig. Vrstni red, v katerem bo prebral knjige, bo izbral sam. Izračunajte število različnih vrstnih redov, ki jih lahko izbere. Izračunajte število različnih vrstnih redov, če bo Blaž najprej prebral najdebelejšo knjigo.

2.	Diagram prikazuje načine prihoda dijakov v šolo.
[image: ]


2.1.	Izračunajte in v preglednico zapišite število dijakov glede na način prihoda v šolo, če vemo, da se jih z avtobusom pripelje . Izračunajte število vseh dijakov na šoli.
	Način prihoda
	Peš
	Vlak
	Kolo
	Avtobus
	Osebni avto

	Število dijakov
	
	
	
	
	



2.2.	Izračunajte in v preglednico zapišite velikosti središčnih kotov v kotnih stopinjah.

	Način prihoda
	Peš
	Vlak
	Kolo
	Avtobus
	Osebni avto

	Velikost pripadajočega središčnega kota v stopinjah
	
	
	
	
	



2.3.	Izračunajte verjetnost, da slučajno izbrani dijak v šolo ni prišel peš.

3.	Mateja je prišla na nedeljsko kosilo v restavracijo. Pri sestavi kosila je izbirala med 2 juhama, 3 glavnimi jedmi in 2 sladicama. Narišite kombinatorično drevo in zapišite, na koliko različnih načinov je lahko sestavila nedeljsko kosilo.


4.	Pri nakupu novega avtomobila Math lahko kupec izbira med  različnimi barvami,  različnimi paketi notranje opreme ter med dizelskim in bencinskim motorjem.
Med koliko vrstami avtomobila Math lahko izbira kupec?
5.	V preglednici so zapisane plače, ki so jih dobili delavci v nekem podjetju:

	Razred
	Plače (v EUR)
	Absolutne frekvence
	Relativne frekvence

	1
	

nad  do 
	

	

	2
	

nad  do 
	

	

	3
	

nad  do 
	

	

	4
	

nad  do 
	

	

	5
	

nad  do 
	

	



5.1.	Dopolnite preglednico z relativnimi frekvencami in izračunajte, koliko odstotkov delavcev zasluži več kot  EUR.
5.2.	Izračunajte povprečno plačo in podatke prikažite s histogramom.
5.3.	Kolikšna je verjetnost, da je naključno izbrani delavec v petem plačnem razredu?



6.	Sestavljamo kodo alarma, ki ima tri mesta. Na vsako mesto lahko postavimo katerokoli števko od  do. Koliko različnih kod lahko sestavimo, če na tretje mesto postavimo števko ?



7.	Črke  razvrščamo v nize dolžine . V nizu se črke ne smejo ponavljati. Izračunajte, koliko različnih nizov lahko dobimo na ta način. Zapišite tiste med njimi, ki se začnejo z .
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